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Résumé : 
L’évolution temporelle du spectre directionnel d’action de surface libre pour des états de mer en grande 
profondeur d’eau est simulée numériquement en résolvant l’équation cinétique de Hasselmann (1962) 
modélisant les interactions non-linéaires du troisième ordre et résonantes. Une méthode précise 
d’évaluation du terme de transfert non-linéaire a été développée sur la base des travaux de Lavrenov 
(2001). Elle est mise en œuvre et validée sur un cas-test d’évolution d’un spectre initial sans forçage 
externe, ni dissipation. Dans ce cas, on observe la formation (rapide) d’une forme spectrale 
caractéristique et la dynamique d’évolution du spectre, caractérisée par un comportement auto-similaire 
tel que prédit théoriquement (Badulin et al., 2005), est bien vérifiée dans les simulations numériques. 
L’influence de paramètres numériques est examinée afin de vérifier la robustesse de la méthode de 
calcul. Les perspectives pour l’intégration de méthodes avancées de calcul des interactions non-linéaires 
dans les modèles opérationnels d’états de mer sont discutées en conclusion. 
 
Abstract : 
The temporal evolution of the directional action spectrum of free surface for deep water ocean waves is 
simulated by resolving the kinetic equation of Hasselmann (1962), which models non-linear third order 
and resonant wave-wave interactions. An accurate method for evaluating the non-linear transfer term has 
been developed on the basis of former work by Lavrenov (2001). It is here applied and validated on a 
test-case of the evolution of an initial spectrum without any external forcing nor damping. In this 
situation the (rapid) formation of a characteristic spectral shape is observed, and the evolution of the 
spectrum, characterized by a self-similar behaviour as predicted by the theory (Badulin et al., 2005), is 
well confirmed by the simulations. The influence of numerical parameters is investigated in order to 
check the robustness of the computational method. To conclude, perspectives on the use of advanced 
computational methods for the non-linear interactions in operational wave models are briefly discussed. 
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1 Introduction – Objectif des travaux de recherche 
Dans le but d’améliorer les modèles numériques d’états de mer dits « de troisième 
génération » (tels que WAM, SWAN ou TOMAWAC), il est fondamental d’améliorer la façon 
dont sont prises en compte et modélisées les interactions non-linéaires vague-vague au sein d’un 
état de mer irrégulier. Depuis les travaux de Hasselmann (1962) et Zakharov (1968), il est en 
effet établi que ces mécanismes de transferts non-linéaires jouent un rôle déterminant dans 
l’évolution spatio-temporelle du spectre de variance (ou d’action) de l’état de mer (voir par 
exemple Young et Van Vledder, 1993 ; Badulin et al., 2005). Le travail présenté dans cette 
communication est une première étape dans cette direction ; on considère une méthode très 
précise (quasi-exacte) pour l’évaluation du terme de transfert non-linéaire et on l’applique à 
l’évolution en temps d’un spectre initial quelconque, sans forçage externe, ni dissipation. 
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2 Formulation du problème et modélisation mathématique 
Pour représenter un état de mer irrégulier, il est classique d’utiliser la densité spectro-
angulaire de variance de surface libre (ou spectre directionnel de variance), notée F(k) et 
exprimée en fonction du vecteur nombre d’onde  k = (kx, ky). On utilise également la densité 
d’action de surface libre, définie par  N(k) = F(k)/σ   où  σ(k) est la pulsation intrinsèque des 
vagues, obtenue par la relation de dispersion des vagues de gravité. En profondeur d’eau 
supposée infinie (situation que nous considérons ici), cette relation s’écrit simplement :  
 σ 2 = g k (1) 
Hasselmann (1962) et Zakharov (1968) ont établi un modèle mathématique pour les 
interactions vague-vague au sein d’un état de mer. Ils ont montré qu’en grande et moyenne 
profondeur d’eau les interactions dominantes sont du troisième ordre et résonantes. Elles 
s’effectuent entre quadruplets de composantes spectrales. Le modèle théorique décrivant ces 
processus de transferts non-linéaires et permettant de calculer l’évolution du spectre d’action 
sous l’effet de ces interactions non-linéaires s’écrit (Hasselmann, 1962 ; Zakharov, 1968) : 
 ( ){ })()(,,,)()( 432121434321141
432
NNNNNNNNkkkkGkQk
t
N
kkk
nl +−+==∂
∂ ∫∫∫  
                                                         ( ) ( ) 43243214321 kdkdkdkkkk σσσσδδ −−+−−+×  (2) 
On a utilisé la notation Nj = N(kj)  pour  j =1 à 4, et G(k1, k2, k3, k4) est le coefficient de couplage 
(Webb, 1978). Comme l’indiquent les fonctions de Dirac dans (2), les transferts s’effectuent au 
sein de quadruplets de composantes satisfaisant les deux conditions de résonance suivantes : 
 k1 + k2 = k3 + k4       et       σ1 + σ2 = σ3 + σ4 (3) 
La prise en compte de ces mécanismes de transferts non-linéaires est déterminante pour simuler 
correctement l’évolution des spectres d’état de mer en conditions réelles, en particulier dans les 
cas complexes d’états de mer multiples (superposition de houle et de mer de vent) ou de 
conditions de forçage instationnaires (Young et van Vledder, 1993). 
 
3 Méthode numérique de calcul du terme de transfert non-linéaire 
Le calcul exact du terme de transfert Qnl4 apparaissant dans (2) est très complexe et 
demande des ressources informatiques importantes, de sorte que les modèles numériques d’états 
de mer actuels (WAM, WAVEWATCH, SWAN, TOMAWAC) utilisent tous des 
approximations ou des versions simplifiées du modèle complet (2). La méthode DIA (Discrete 
Interaction Approximation) de Hasselmann et al. (1985) est l’algorithme le plus souvent 
employé, mais il ne représente qu’une approximation très grossière du terme complet. Benoit 
(2005) a comparé plusieurs méthodes d’évaluation du terme Qnl4 pour un spectre en grande 
profondeur d’eau et mis en évidence des différences importantes sur les résultats. Seules des 
méthodes quasi-exactes, comme celles proposées par Webb (1878) ou Lavrenov (2001) par 
exemple, permettent une évaluation précise de ce terme, et donc une simulation correcte de (2). 
Sur la base d’une approche introduite par Lavrenov (2001), nous avons développé et 
optimisé une méthode quasi-exacte de calcul du terme Qnl4, basée sur l’utilisation de quadratures 
de Gauss pour les différentes intégrations numériques de (2). Cette technique, appelée GQM en 
abrégé pour « Gaussian Quadatrure Method », permet d’obtenir des estimations précises du 
terme de transfert non-linéaire à des coûts de calcul raisonnables (Benoit, 2005). A l’aide de 
cette méthode, nous nous intéressons ici à la résolution en temps de l’équation cinétique (2) afin 
d’étudier la dynamique d’évolution en temps du spectre d’un état de mer homogène pour le cas 
particulier où il n’y a pas d’apport d’énergie par le vent, ni de dissipation par moutonnement.  
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4 Application de la méthode et validation sur un cas sans forçage externe, ni dissipation 
 
4.1 Description du cas simulé 
Afin de valider notre méthode de calcul, nous avons repris un cas-test utilisé par Badulin et 
al. (2005). L’équation (2) est convertie en une équation du spectre de variance F(f,θ). La grille 
spectro-angulaire est composée de 128 fréquences, réparties en progression géométrique entre  
f1 = 0.1 Hz  et  f128 = 2.0 Hz  (fi+1 / fi = 1.0238689), et 36 directions sur [0 ; 2π], soit une 
résolution angulaire ∆θ = 10°. On simule l’évolution d’un spectre initial de variance donné par : 
 ( ) ( ) EfifF iji 221000, πθ =  si   70 ≤ i ≤ 90   et   0 ≤ θj ≤ 180°      (où E = 4.0 10-10) 
 ( ) ( ) EffF iji 42, πθ =  sinon                               (4) 
L’expression (4) est simple, mais ne possède pas de base physique particulière. Elle est 
notamment assez différente des solutions d’équilibre de (2) prédites théoriquement.  
L’équation (2) est intégrée en temps à l’aide d’un schéma explicite d’ordre 1, et utilisant 
un pas de temps dynamique. Ce pas de temps est calculé à chaque itération de sorte que la 
variation relative du spectre de variance sous l’effet du terme de transfert (2) au cours d’un pas 
de temps reste inférieure à un seuil ε fixé (de l’ordre de 5 à 10 %). En début de simulation, étant 
donné que le spectre initial est très éloigné d’une solution à l’équilibre de (2), les transferts non-
linéaires sont importants et le pas de temps est faible (0.001 s). Au cours de la simulation, le pas 
de temps augmente à mesure que l’intensité des transferts diminue (∆t = 15 s après 1 h) jusqu’à 
atteindre une valeur de 900 s (prise comme limite haute) vers la fin de la simulation. La 
simulation est réalisée sur une durée de 128 h  (avec dates de sorties irrégulièrement espacées). 
 
4.2 Dynamique d’évolution du spectre directionnel et forme auto-similaire 
Pour illustrer la dynamique d’évolution de l’état de mer, nous avons tracé sur la fig. 1 les 
spectres de variance E(f) (obtenus par intégration du spectre directionnel de variance F(f,θ) 
suivant les directions de propagation θ) à différentes dates au cours de la simulation. Les calculs 
sont effectués à l’aide de la méthode GQM avec la résolution « medium » (cf. § 4.3). 
FIG. 1 – Spectres de variance E(f) obtenus par la méthode GQM-medium sur la durée du calcul. 
a) évolution « court terme » (de 0 à 2 min) ; b) évolution « long terme » (de 5 min à 128 h) 
 
On observe une évolution très rapide du spectre en début de simulation. Etant donné que le 
spectre initial considéré est très éloigné d’une forme d’équilibre, les transferts non-linéaires sont 
très intenses en début de simulation. Un pic principal apparaît rapidement, puis migre vers les 
basses fréquences au cours du temps. Dans le même temps, la partie hautes-fréquences prend 
f (Hz) f (Hz) 
E(f) 
(m2/Hz) 
E(f) 
(m2/Hz) 
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une forme d’équilibre caractéristique, qui se stabilise à une pente constante en f –4 au bout d’un 
temps assez court (de l’ordre de quelques minutes). La forme spectrale « stabilisée » au bout de 
quelques minutes change peu jusqu’à la fin de la simulation. Comme l’ont montré Badulin et al. 
(2005) en utilisant la théorie de la turbulence faible, le spectre d’action solution de (2) possède 
une forme auto-similaire, qui s’écrit sous la forme suivante : 
 ( ) ( )ξβα UtatkN =,     où  βξ tkb=  (5) 
La fonction de forme Uβ ne dépend pas du temps. Pour le cas simulé (sans forçage externe, 
ni dissipation) α = 4/11 et β = 2/11 (Badulin et al., 2005). Pour F(σ,θ), cette relation s’écrit : 
 ( ) ( )θσθσ βα ,',, 4 yUtatF =     où  βσ tby 2'=  (6) 
La fig. 2 représente les spectres directionnels de variance F(σ,θ) suivant la direction 
principale de propagation (θ = 90°) entre les dates t = 5 min et 128 h, superposés suivant la 
relation (6). On vérifie, comme Badulin et al. (2005), que la dynamique d’évolution du spectre 
est décrite de façon quasi-parfaite par la relation d’auto-similarité (6). Cette application 
confirme les capacités de notre algorithme de calcul à reproduire l’évolution théorique attendue. 
 
FIG. 2 – Spectres directionnels de variance F(σ,θ=90°) obtenus par la méthode GQM-medium 
de t = 5 min à 128 h et mis sous forme auto-similaire. 
 
4.3 Influence de la résolution de la méthode de calcul du terme non-linéaire 
Afin d’étudier les propriétés et la robustesse de notre algorithme de calcul, nous avons 
également réalisé différentes simulations en faisant varier la résolution de la méthode, c’est-à-
dire le nombre de points utilisés pour les intégrations numériques. Nous présentons ici une 
comparaison pour trois réglages différents, dits « fine » (26 points pour l’intégration sur σ2, 16 
points sur θ2, 12 points sur σ3), « medium » (14, 8, 8) et « raw » (11, 6, 6). Les spectres de 
variance E(f) obtenus à 6 dates différentes sont tracés sur la fig. 3. Il n’y a quasiment pas de 
différences entre les versions « fine » et « medium », ce qui confirme la bonne convergence de 
la méthode quand on augmente sa résolution. Les résultats obtenus avec la version « raw » sont 
légèrement différents, mais reproduisent toutes les caractéristiques de l’évolution du spectre. Le 
choix d’un réglage optimal pour les applications pratiques nécessite évidemment de prendre en 
compte le temps de calcul. A titre indicatif, sur ces simulations de 128 h réelles à pas de temps 
variable, le réglage « raw » correspond à un temps CPU de 760 s sur un poste PC (processeur 
Intel Xeon à 2.8 GHz et 2 Go RAM), le calcul « medium » nécessite 3.5 fois plus de temps CPU 
et le calcul « fine » 25 fois plus. La méthode DIA (cf. § 4.4) ne nécessite que 7 s sur ce cas. 
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FIG. 3 – Spectres de variance E(f) obtenus à 6 instants (5 s, 1 min, 15 min, 2 h, 16 h, 128 h) 
par la méthode GQM utilisée avec trois résolutions différentes (raw, medium, fine). 
 
4.4 Comparaison à des méthodes de calcul utilisées classiquement (DIA, MDIA) 
A titre de comparaison, nous avons effectué la même simulation sur 128 h en évaluant le 
terme Qnl4 par des techniques de calcul plus couramment utilisées en pratique, à savoir la 
méthode DIA de Hasselmann et al. (1985) qui est –de loin– la technique la plus employée dans 
les modèles d’états de mer actuels, ainsi qu’une version « Multiple DIA » (Tolman, 2004). Les 
paramètres et options de calcul sont identiques à ceux utilisés précédemment avec la méthode 
GQM. Les spectres de variance E(f) obtenus à 6 dates différentes sont tracés sur la fig. 4. 
 
FIG. 4 – Spectres de variance E(f) obtenus à 6 instants (5 s, 1 min, 15 min, 2 h, 16 h, 128 h) 
par les méthodes DIA, MDIA et GQM-medium. 
Les spectres obtenus avec la méthode DIA sont assez nettement différents des spectres 
obtenus avec la méthode GQM-medium, surtout en début de simulation (t < 1 min) sur la 
gamme des fréquences supérieures à la fréquence de pic. Au lieu d’avoir formation progressive 
d’une queue en f  -4, la méthode DIA produit une succession de pics dans la partie hautes 
fréquences. Toutefois, après un certain temps (de l’ordre de 1 min), on observe la formation 
d’une queue de spectre d’équilibre en f  -4. En fin de simulation, la forme du pic principal du 
spectre est cependant assez différente du résultat GQM : le spectre DIA est plus étalé en 
fréquence et son pic est moins haut. L’étalement directionnel moyen du spectre calculé par la 
méthode DIA est également nettement plus important que celui calculé par la méthode GQM 
(figure non présentée ici). La méthode MDIA produit des spectres qui ne sont pas véritablement 
meilleurs que ceux de la méthode DIA : ils ne sont pas réguliers et présentent des pics parasites, 
ainsi que de nombreuses irrégularités. Pour les méthodes DIA et MDIA, on observe cependant 
une évolution auto-similaire du spectre à partir de t = 5 min environ (figure non présentée ici). 
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5 Conclusions et perspectives 
Les simulations numériques réalisées sur l’évolution d’un spectre d’état de mer sans 
forçage externe ont permis de valider les développements que nous avons effectués pour mettre 
au point une méthode de calcul quasi-exacte du terme d’interactions non-linéaires vague-vague 
au troisième ordre. La robustesse de la méthode a été appréciée, ainsi que l’influence de 
paramètres numériques. Sur le cas considéré, nous avons également pu étudier la dynamique 
d’évolution du spectre d’état de mer. La décroissance du spectre en f -4 au-delà de la fréquence 
de pic se manifeste rapidement et nettement, confirmant des prédictions théoriques. Plus 
généralement, on observe que l’évolution en temps du spectre est bien décrite par la forme auto-
similaire que l’on peut prévoir théoriquement sur ce cas (Badulin et al., 2005). 
Des simulations d’évolution de spectre d’états de mer en conditions spatialement 
homogènes (un seul point spatial) en présence d’apport d’énergie par le vent et de dissipation 
par moutonnement ont été réalisées par Benoit (2006). Ces cas-tests mettent en évidence, d’une 
part, de nettes différences dans la dynamique d’évolution d’un spectre en conditions 
instationnaires (cas de vent tournant par exemple) lorsqu’on évalue les transferts non-linéaires 
de façon plus exacte que par la méthode DIA, et, d’autre part, l’influence parfois significative 
que peuvent avoir des techniques numériques utilisées dans les modèles d’états de mer actuels 
(présence d’un limiteur de croissance, imposition d’une partie diagnostique au-delà d’une 
certaine fréquence, etc.). Ces points font l’objet de nos travaux actuels et futurs, dans le but de 
disposer d’un modèle numérique basé sur un calcul amélioré des interactions non-linéaires. 
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